exiMPLO 7 — RESOLUCAQ DE SISTEMAS DE EQUACOES LINEARES
PELO METODO ITERATIVO DE GAUSS-SEIDEL.

Escrevamos o sistema de equagdes na forma

:L“ = (b‘ g Z a”xj)/aﬁ l: = 1(1)“
i#1

com todos os a, ndo nulos.

Partindo dum vector solugdo aproximado (29,23, ...,29) constroi-se
nova aproximagido (z}, z3, ..., z!) pelo esquema

| 0 0 0

2} = (b — @), 75 — 0,323 — @y 4 Tg — . — By aTn)[ay,
1 _ 1 0 0 0

Ty = (by — @y, 71 — 8 323 — Ay 4 T4 — .. — Gy ¥n)[z 2
1 1 1 0 0

73 = (b3 — @31 7] — @3 ,T)— @3 (T4 — .- — Q3 nTn) {033

x:l = (bn_ a’n,l -1.7} - “n,z""; - an.:!‘t.!‘- b an.n-—lz:z—l)lan.n

onde os z} sdo utilizados nos segundos membros logo que estejam calculados.

Se |zl —2f| <8, (>0,i=1,2,...n), com § desprezavel para o rigor exigido
considera-se obtida a solugdo. Teremos x;=2z;. Em caso contrario os z] tomam
o papel dos 2 e calculam-se novos :c“; repete-se o processo até que, havendo
convergéneia (ver [14]), se atinja a situacdo anterior.
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|

Ler m, A, b

Ligada Chave™_ Desligada

1

{0}
I-.er Ii'
1=1,2,.,n

Y
i :1, 2,...,D

l

0—-IT

Ler @

IT+1—IT

)

Formar novos I‘.'
e comparar com
os anteriores

Sim

Necessarid
nova
iteracdo?

Desligada
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i slelr w0 20 3 0 L 50 w

T

b

573TEMAS DE EQUACOES ALGEBRICAS. LINEARES

METOPO DE GAUSS-SEIDEL

IMENSIGN, A(49.45) LB(43) X (45)

Y T

LEITURAS~ORDEM, ELEMENTOS DA MATRIZ,TERMOS IN)EPEN)fNTES

—

REAP 100: N . e

1040

F@RMAT(13)

READ 101+ ((A(I+7), J=hN);)’-hN) G I=1:N)

-~
]
~

FORMAT (E14.8) .

PRINT 102

~
R

Fdﬁmr(soﬂuquk A CHAVE 7 SE DESEJA FORNECER UMA APREXIMACAS/
30HDPUTRA FERMA TOMAR-SE-A_X(1)=0) . ]

PAUSE i

F(SENSE SWITCH 1)243 o

EAD 107, (X(1) u‘-l.ﬂ)

478 4 RN ‘ o

g sI-1,N . . .

in

—ded-tol-2.3 1_1_TO]
-

X()=0. T o

[ 7=0

I T-CONTADOR DE ITERACOES

IREAD 101, DELTA

WOVA APROXINACAD . .
Irufro -

T

JES-CONTADOR DE SI TUACOE S ngsr(xr(;) xaf 1) )nmqr QUE DELTA .
SOLUCAO OBTIDA QUANDO I&S=N : X

DY 81=1,N : e a i i

5=B(1) ; e
A=t :

{F{J—!)ra:?;!o ; 2 n N

5=5-A(L, J)xX(J) . . .

CONTINUE

DY N R AP R N QU L % L N O QU W .3 O 3.3 _.l,‘_'L

5eS/ACL.L) .. o

T

S CONTEM A_NOVA COMPONENTE I i

ot

QUE SERA COMPARADA COM A ANTIGA |
£ TRANSMITIDA PARA_X(1).. .

 F(ABSF(S-X(I))-DELTAII) 488,

-
—~

ES=TF5+]

Co

X (2)=S I

£ (TES-N) 713,12

PO AN ). T A N g

-
L)

sTdP

A

]
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Eh-—-t._-.,..__ a

I-.L RESSAC POS F AJOS .

PRINT 103,17, (1, %(1) .
l?f?rﬁammmm £15.8)) -

[

J‘ﬂ"i" 104
! -I---I-L- ! 3’ alals il PRy .-_-_ AA/3Y
HPESLFGADA-LEF lmm Sn
1P, . " i

SENSE SWITE [

Para

6 —2 i 0 19
0 —i2 & 1 33
0 —3 0 B —2

cuja solugio é z,=2 ;= —1 2;=5 z,——1, com chave 1 desligada e §=10"5,
o computador forneceu a resposta seguinte:

Bibliografia: [14), (27], [31], [33].



EXEMPLO 8 — RAIZ CARACTERISTICA DE MODULO MAXIMO
DE UMA MATRIZ.

Seja A uwma malriz de ordem s, com valores proprios a, tais que
M=z ... =la,] com 2, real

Partindo dum veclor quase arbitririo vy (por exemplo, com todas as
componentes iguais a 1), e utilizando as [drmulas de recorréneia

2 = A
k=1,2 3, ..

Ve = Sl

onde cada escalar g, ¢ componente de madulo maximo de 3, (i e ¢, fien com
componentes de madulo entre 0 ¢ 1 ¢ componente maxima 1), prova-se que em
geral g, tende para o valor proprio &, e ¢, para um vector proprio corresporn-
dente, bastando admitir que ¢, se pode exprimir por uma composi¢ao linear
de vectores proprios z; associados aos i

L]
(1) Vo= Z L E com o, = (0.
i=1
Tomando um veetor v, da sucessio, temns

1 1 1 1 1
"‘ T :t e A '..‘h = I = = - :! = 'i‘l EEF P -.1 {'n
Ly Ha By He—1 iy

ou, fazendo Cy=1/{uy py_q..- 124)
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o stendendo a (1) ¢ a que Ax;=Mxz,

Tt T L
e ] h
I{* = Che‘ihﬂ b= GﬁZdjdhﬁ" = ClZD’.”.?xj = Ch}LEZE’ (%) :?:, -
i=1 i=1 =1

As razdes A f),, com j=1, decrescem para zero com o aumento de &, pelo que
tende a confundir-se com C)ia,T,.

Com o crescimento de k, o vector ¢, torna-se pois paralelo e z,, e a obrigagao
de ter componente mixima 1 acabu pur The fixar ¢ sentido & ¢ midulo.

Em conclusio, ¢y, tende pera um vector proprio {normalizado) assceiadn a 3, .

Comparando dois vectores da sucessdo vizinhos do limite,

- k-1 ' L T
Vet =0 2] oy =0y = . Ay T,

conclui-s¢ gque p, tende para a,.

Se ¢, livesse a, =0 o «, #0, as proposigoes apresentadas devertam
transferir-se para 2, vaso esle fosse real e [hy | == [3,].

Notemos ainda que a matriz 4+3f tem velores praprios },:_}.,-;-ﬁ a
congerva o8 veclores priprios do 4. Um § conveniente pode acentuar a domi-
ndncia de A), o que favorece a convergéncia, ou tornar dominante cutro A,
permitindo calcular outra raiz caractervistica.

Calt
Ler (N, 8,0

call
MODMAX (N, &, D, H, RMAX, ¥)

3

Cali
Saida {N, D, K, RMAX, ¥)

Faragem
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I L] L] - L - - — =
1 (R0 GRANA_PRINCIFAL A . . .
o piminsI g Aads48)s¥(48). RN
i m i Mrd R " " "

" Ko s » » ) - Srey

i 5 2B Ky ¥ o . . L
O AE » "

i L WA . i

B0 § T R R

I i—l i i ik r—

| |

i 0 A . i
4 I o LA i

1 £ _ERARD IrEL(APROX. ) . .

o (68.48) . . . 5 i a
P 1o ‘AT sdm ) wlpl ]y TR P
L a{lromAr(rsieiea)), , .

t |lRer i ‘ : B
+ & " P I P S Sy === * e . -

i [

: &, NE SAl X ¥ Z

S I £8) ; i patt i

! PRENTY ks Dy RHAX, (L V[ 1) D=1, N2 : R

[ p1OM TTERACQES ydH D=ERQ. &if

V| _zn_ wmatsr £14.8//(2nV(,13,20)=,E14-8).) .

. TLURN . . . a . M

ks ho i e i = i
y I o = = ca *
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o

MODMAKX (N, A, D, K, 42, V)

Formar ¥V inicial
0—AZ J—K

y

=T

| Registar ¥V em U J

| Aol — 2 (em\r}i

Deter minar A2

Hi

|

1
Movo ¥ |
zi/a2—= vy =N |
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T T
12 3 4 _,

Com A=|, 5 & o] ¢3=10
L4 10 20

o computador forneceu os seguintes resultados (nimero de iteragies, D), e
vector proprio associado)

9 ITERACDES D= _IQ00E~06
FM& 2630470 E+D2
v I}s- 09680 5h7E~01
S5GE+0D -

SV 2)= 232 :
{5; i ;-_; i +53034003E400

- thﬂmmﬁ’l‘&} 5

IPara A 4+ 5f obteve-se

13 ITERACOES D= .1000E-06
RIMAX= .31304703E402

'I = .696805h9E~01
:‘;E 2)e o ©23290556E400
9" 53 = ,53034002E+00
W fi§= 210000000E+01

Bibliogratia: [#], [10], [27].



EXEMPLO 9 — VALORES PROPRIOS DE MATRIZES
TRIDIAGONAIS SIMETRICAS.

As matrizes reais simelricas (ém  valores prdprios reais.  Destas, as
tridingonais (com elementos Lodos nulos fora da diagonal principnl ¢ das duas
que a envolvem) possuem uma propriedade que facilita extremamenle o Jeter-
minagio numérica das soas ralzes caracleristicas.

Seja A uma matriz nessas condigoes, onde designaremos os elementos
como mostra a figura junta

e, b,
bl [ b:
4= by, ¢y by
"'-l—-: Cney n=1
by n _|

A sucessio de determinanles menores  principais da matriz A= T
D), Do), ., Dy(2) =] A—211 | a que junlaremos Dy — 1 conslilui nma sucessao
de Sturm desde que b,=0(i—1,2,...,n—1). Esta condi¢ao gurante ainda
valores proprios lodos distintos,

Mostra-sc entdo que o nimere Ki(k) de concorddncias de sinal de termos
consecutivos da sucessio D), para 2~ p, nos di o nimero de vcalores proprios
superiores a p,

Se a matriz A em estudo tiver algum & —0, cortando a faixa diagonal por
esse b obtemos duas malrizes tridiagonais que reparlem enlre si os valores
proprios de A,

Nao dlesejando fragmentar a matriz, ¢ possivel substituir os §; nulos por
uma quantidade suficientemente pequena de modo a nio alterar sensivelmente
os valores proprivs.  Wilkinson [36] utiliza o produto da precizio relativa do
compulador pela norma infinita da matriz, definida por m:u b b |au [, alterundn

b

os resullados alé cerca de duas vezes aquele produto (aparle erros de arredon-
damento).
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O intervalo [—norma, --norma] contém Lodos os valores proprios (teorema
de Frobenius, [3] pag. 75). Numeremos esles de modo que

MRy L 0y

Para determinar 3, tomemos um intervalo [g,k], variavel, que de inicio sera
[~ norma, —normal. Para k< —norma teriamos K(i)=n, e para A= norma,
K{n)=n.

NE AR T B R LI g .

ﬁ[-"-——- . ) indicara se 3; eslda on ndo a direita do ponto médio do intervalo,

2

conforme for on ndo for K Z20; em caso alirmativo muda-se 0 extremo esguerdo g
para o anligo medio; doutra forma, muda-se o extremo h.

Esqueméticamente

Kg)=i
K:::?!i r::: { =M E[g,h]

E+h Zi= e [g;——h,hl mudar g
£(25%

{ia}..e[g, "“J;h] mudar h

Au fim de m aplicagées do proeeszo de bisseecin, o intervalo [g. k|, que
contém sempre ., esld reduzido a wma amplitude 2 < norma/2™. Obtém-se 3
com erro inferior a § tomando o ponto médio de [g, &] ao fim de um nimero de

ratni ) Jlog 241,

iteragdes superior a Ioge(
Os menores satisfazem a relacdo de recorréncia
D) = (e~ -i.jf}l_i[h]—b‘zﬂl_zﬂ}

partindo de D,—1 ¢ D {})=¢ 5.



FORTHRAN 11

Ler
T, &, by, PRECRL, &

£ TiHm FEL LB

Horma infinita
TSNORM

] Preparagio de

elemenios para a
sucesslo de Sturm

de briseecgoes [T

1
[

|-F"5N C-éM —0G '

Petermmaciﬂ do NE

| TSNORM — H

(G+H)2 — A

Sucessdao de Slurm

KiA)

Sum M0 < 1 Nago A — G

Eawcutar [T wezes

(G4H) 2 =—=¥LP(]}

Imprirnic =

periurar
o5 N

valores
praprios

Paragam
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k' wn-ﬂm PROPRIGS DF mruz.:s SIMETRICAS r,r_.r.uumm:s
e
[Dwuci!## c{i80)18f roc) rP{J'-:?ﬂ)uw.P{rBﬂ) S
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| L S ______ e _____—___ e — — s -

'—E . J'c:w‘.nguaf S5 TIEMCT pn M f:."JF ‘-D»W.'l Fw' T

; fAERTE Pald fen | A T . — !
ke (AAG SF AMOCAM CONTECUT ] VAMENTE Salls TEFAD .

! £ ANTES E DEPOiS DE TEAMG KU G HA A EinALd LT S

N F 2 T A Y S P M

s i BIAFGra fOTy 1 Is : - _

|« S 18] e k=i
& | w=Numrka BE {Ga'rcﬂi'.:l.f.n-f,.'u. T S."w'

) JOR FF(R-F)ragstife1ty R

i ’ I ENOR QUE T -MINCSH ot P:wfu.h vq." A ;“ A EjBip¥a DF d1em
¢ .I'J'.ﬁ‘, MaALAm

BrALAN —— A S . 1
CE7 EgaTiNeE S GRS
TR 5*(&4-") R S ST i R
KB FEI-’\"" Selbe BT r.ﬂf.l'n'u"} ATt L T
_ BUNCH 3y DI e P AT ] ) N e TN RN
H PALSE A R Y A . L S
! ffsﬁr P S RN R RS Sl S
e S S G T e S SR A L
B —1
—1 2 -
A malriz 1 2 =1 de valores priprios
-1 2 —
—1 2

=2 ]--200.9% com 1= 1{1)5, foi resolvida por este programa & =107,
]

tendo-se obtido os seguintes resultados:

3?3 20 503 E+U 1i
29999999E+01,

19999999£+n:]
198959995400
- 26794917400

Bibliografia: [3], [10], [27], [36].



EXEMPLO 10— SOMA DE SERIES DE POLINOMIOS DE CHEBYSIEV
PELO METODO DE CLENSHAW.

(s polinémios de Chebyshev de que nos vamos ocupar (existem oulros)
delinem-se por

T\ (x)=cos (k are cos x) rel-1, +1]
Pode verificar-se que ¢ valida a relacdo
I, x) 22T ()T, ,(x)—0

Esta relagdo permite gerar os Ti(x) por recorréncia, comegando com
Tylx)=1, Ti(x)—x, ¢ mostra ao mesmo tempo, que a funcin Tx) ¢ um
polindmio de grau k.

Prova-se que uma funcdo f(x), continua e de variagio limitada no inter-
valo [—1, +1], admite um desenvolvimento convergenle

flz) = ?—!—Za,?}tx} re[—1, 1]

r—1

A ncentuada eonvergdneia destas séries teme-nas imposto cada vez mais
em Andlise Numérica.

Conhecem-se [6] os coelicientes a, do desenvolvimento de algumas Mingdes
de uso corrente, para o intervalo referido.

Para somar a séric alé ao lermo a, 7, , Clenshaw |5] propés o uso das
relacies

b,—2ebh,. —b, . 110, com by, =&, _,=0

vindo

1
@)= -5 (b~ b)
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Também ¢ frequente a utilizagio dos polindmios T (z), adaptados ao
intervalo [0,1], definidog por T} () =cos [k are cos (20—1)] - T (2z—1). Podem
gerar-se pela mesma relagio de recorrénein dos T, partindo de

T3 =1, TH(n) =

Um desenvolvimento em série de pohndmios TF pode ainda somar-se
pelo processo de Clenshaw, substituindo apenas r por 2r—1.

Como em Fortran ndo ¢ admissivel o indice O, o programa apresenta
os indices avangados de uma unidade. Ao calenlar os bb, 56 trés deles precisam
de ser registados em cada passo: designam-se os seus localizadores por B0, B, 2,

lrﬂ‘t_ﬂﬁuf"{&’(’t.b_lu e
DINERSIPN A(65)

_.j-'»_hf; ...... i s i
| B0:0.

T 1 B0s2.-Xep 152 A{J% e e e e i G o
i |SCHESY ed. 5o (A0: 5d, . ..
: Fffﬂ"-l?u’r'

LT
a 'y - = - s o= - - ——n.1 b R e

. I' i~ - - 8 e

Bibliografia: [3]. |6, [27]-



EXEMPLO 11 — AJUSTAMENTO DE CURVAS POR SERIES
DE POLINOMIOS ORTOGONAIS.
CRITERIO DOS MINIMOS QUADRADOS.

Na programacio desle problemn seguimos de perlo as orientagdes de
Forsythe [12] e Clenshaw [7] das quais passamos a enunciae alguns Lipicos.
Suponhamos que se prelende ajustur um polindmiv de grau m

(n Yol Xy =yt r+agpd+ . a0

a um conjunto de pontos PN, V), 11,2, . n de forma a minimizar

¥ T "1—Y.]2
l‘.-'.'l é; [ynr["'?} I’1']

Forsythe prova que exisle wmn ¢ um 26 polindmio nestas condigies se
m==n. No entanlo, o sistema deo equagdes normais

K] UAE Ot 1

=01 ..., m
,Eu’r " L ]

(3)

que determina o0s a;, ¢ muitas vezes numdéricamente instavel, sobretudo para
m=7. Este obsticulo ¢ removido se substituirmos o desenvolvimento em potén-
cias de r por um desenvolvimento em polindmios plr) da lTorma

(4) YnlE) =y polE) e, p2) + ... b O plE)

em que cada p, ¢ de grau ¢ ¢ satisfaz a relagio de ortogonalidade

(5) D XX =0, i,

=1
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Esta rclagio ¢ insuficiente pura definir uma familia de polinémios p,,

mas ficardo determinados se escolhermos p, ¢ calcularmos os restantes pelas
relagies

P = 2z —=;)py

(6)
Pe=2x—=p y Bp-2 1=2,3,...m
Fazendo, por exemplo, p, = ,; , obtém-se de (5) e (B),
> Xpi(x)
(7) P i=1,2,....m
ZPE-:':-‘:H
-1
¢
2?3—1‘-’{&
(8) B= o : i=2,3,..,m
zpf,_;{ﬁ:‘}
As equagdes normais
(" FE‘M:‘E’E’]" =0 i=0 1, ..., m

arg
com y,, na forma (4), reduzem-se agora i forma diagonal, obtendo-se

}: Yip (X))
[

¥ Sy
T
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A fungio g, (r) pode obler-se por sucessivas aproximagdes da formn

'I *
y'}{‘r—]:tﬂpu{z} = — XY,
an =%

yilx)=ny _ lx) e py(x) i=1,2,...m
Parte-se de p,, ¥y, % (¢ £, = 0) ¢ caleula-se pre,yx, € By

Passa-se depois a ps, €5, 45, 25, 3, € assim por diante até po. e, ¥, -

Para representar os polindmios p; ¢ y; no interior da méaquina, Clenshaw
sugere a memorizacio dos coeficientes dos sens desenvolvimentos em séries de
polinémios de Chebyshev definidos para o intervalo [—1, | 1],

Vamos entdo supor que lodo o problema do ajustamenlo se processa com
ze[—1, +1], o que néo traz perda de generalidode, pois ¢ sempre possivel trans-
formar o intervalo (finito) n que perlencem as abeissas X, no intervalo [—1,1]
por mudanca de wvariavel.

Sejam
(12 i) — ,1, PPTfx) - PUT () 4+ P\ T _iz) - Ta)
(13) Hilx) = -ﬁ AP T ol AP Tia) = o e A0 T )= AP T i)

os desenvolvimentos de p; oy, (*).
Az relacoes (G) e (11) tomam agora a lorma

P2 P gy PV g pi-d

i—1.2,....m

(14) P;il__ P;_r‘—~’1: + Hu_—llb EIIH' =1 ;"J[P:'” h =120 i

=

que se deduzem igualando os coeficientes de T depois de substituir em (G) cada

p; pele sen desenvolvimenio (atender a que 227 =T, LT, ,): e

(15) AWV A= P =01, L

L csle processa de representacio de P € ¥ qUe usuInos nd Programa.

(") FEm {12} fez-se P{) = 1 alendendo u {6).
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A resolugdo do problema é precedida de transformagdo de coordenadas

o de—a)
G h—ua t

em que a=mn{X,} ¢ b—mar{X;.

s valores dos desenvolvimentos (12) e (13) em cada ponto sdo caleola-
dos com o subprograma FUNCTION SCHEBY do exemplo 10,

0 problema que se pie na pratica ¢ o da escolhia do grau m. E que, de
maido geral, ndo interessa apenas que a curva passe 0 mais perlo possivel dos
ponlos mas que tenha também nma forma zuave, zem oseilacoes, condicao
intimamente ligada ao grau da carva. A solucio terd entio de representar um
equilibrio entre estas doas condigies,

No programa considera-se atingida a aproximagao final quando

m::.r!ymfxf}— Y, =3 ou Er [ym{_"{..}-— I'I.]: < 8,, ou ainda quando m— M sendn

M, 3, e &, constantes definidas no inicio do programa.

Determinada o curva solugio. o programa possibilila Lambdém o cilenlo
de pontos {X.Y) desta curva, com a-= X6 (Desligar chave 1),



FORTRAN II

Grau, ADEIRBAE W
frwian, Fap BiTEn
L* TN ode pamias

ker

Tegnalormar
abtioEa

r_ta'm{'-t "

| erzenaca |
e

Begetr "‘_I-NN'I-

Tniigang e _"-/ igmea

e ]

| Eca de oy
dit = miganl |
w1 - g 1Tt i
| & rpmmecteo f — BM 1

masLp iR T- g —ReMax
P OTELEHCTwG f —=ARAE

;: (%ingp-vgit=nmy

e

I, KWN, Sahi =
ail L= g )

Ler
LI

L]

(ds iibA)

Perturar

| 4Ll tLormest]




140 M. 0. RODRIGUES CADKETE € A. CADETE

ol sy W " » w w L ln!
F’ AJUSTAMENTO DE CyRVAS POR snru JE POLINCONIOS ORTOGONALS
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S C— = S m —_—— e i |
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.l

3

c _ ,zrf TERNINACAO DE PONTOS DA CuRuA APROIIMADORA

£ . zf.rwm DG GRAL

.:!' REA}J P

fr=]e7

F?EA‘JJ' A NIy KNAR e ———

3 LEITURE DOS COEFIEENTES

UlREAD 61w
| PRINT 37

| |REAn 34, (aled =i t)

S {J‘ TiRa Da weMERE DEf OFDENADAS F] JJEJ"U?HMM’

[EFRAT 8Ky THA TGN T YD i

k1 W5 COURDENADAS DOS ﬁ.::-,-;mjfa.—a gur SEGUE. SAD 5T |
S M- X |

Dl 38 f=1aN

[
. READ 34,5

pzeca(s-amIn)-r.
ToSCHERKF(T s 4e52)
PRINT 75517

[Fausi

W i 36

R (214

FPRMAT(E 1% By (Xs£ 148

FEREATE A B}

N

Aprezenlamos

o AXL Y =2, —5), (—0.5, 1L625), (0,1), (1,4), (1.5,
ﬁ R L

a seguir dois exemplos de aplicacio {lez-se f=12)

123), {2,15))
3,—0, M—5.

7

Executando o programa com as chaves 1 e 2 lgadas ¢ 3 desligada obtém-se

BRAU 1
SOMA DOS QUAD,DOS
RESIDUDS EXTREMOS

GRAL 2
SOMA DOS QUAD, DOS
RESIDUDS EXTREMDS

GRAY
SOMA LOS QUAD,DOS
RES iﬂLK'.IS XTREMOS

RESI0UDS | 27087950E+02
~, 3663LEIEELOT(PONTO

6}, .2ﬁﬂ§6153E+u:iPuumﬁ i}

KESIDUDS | 120L9516E+02

- 1889138 26+01(PORTD: 2}, ,20256732E+01{PONTO 1&}“

RESIDUQS 41 20000E-18

__250000{JHE-DEI{PBMTG 1}, .bnmmm-nawu&m &;
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Como a aproximagio de gran 3 satisfaz as exigéneias de precisio, sio
perfurados em cartdes o grau, os extremos do itervalo Jde ajustamento e os
cocficientes desta aproximacio, obtendo-se, para os Gllimos, os valores 6, 8,2 e 2,

A eurva solugiao é, portanto,

Note-se que por o intervalo de ajustamento ser [—2, +2] se substitui,

xI
no programa, r por —-.

2. 0 segundo conjunto { X, ‘.Il',} ¢ formado pelos ponlos da curva
y—sen x. correspondentes as abeissas — 407 (10%) 40°,

Os valores X, (em radianos) e Y, foram dados com 7 decimais.

Ao Jongo do céleulo oblivemos

EH'.AU 1
ISOMA DOS QUAD,DDS HESIDUOS  , 10512263E-02 4 4
RES IDUOS EXTREMOS =, 183 cOBBRE-01 (PONTY 1), «14320303E-D1{PORTG - 9)

W

GRAU. - 2

SOMA DOS .QUAD,DOS J‘ESIDUDS 051 2263E-072

RESIDUDS EXTREMOS . =, 14 35@8&5—01{5'&"'0 1), .14390638E-01({PONTO ok

GRAU 3
SOMA DOS GUAD,DOS RESIDUQS | 364520%9E-07 . ot
RES IDUOS EXTREMOS =, 56973280c-0%(PONTO  2;, .96573285E-04{POHTO 8)

GRAU &
SOMA DOS QUAD,DOUS | r"?-lﬂ‘,’ﬂs . 3644 2049E207

RESIDUOS EXTRENOS 5697327 5-04(PONIO - 2}, .96873250E-04({POHTO . 8)
GRAU 5

SOMA DOS QUAD,DOS HESIDUGS |, 2075G657E~12 :
RESIDUOS EXTREMOS -,21775% 'I'Fﬂ’}i-\FG Wi0 ¢), .il?}"#bﬂﬂEﬁﬂu{PﬂHTU 71

¢, perlurados em cartoes, os valores

éuﬁ-snuzms_w
5b~+ 5337E=-00
?3 ?555 ;ﬁ-E"},}
SR 0630TE 1
- 284712703E-0%]

TP =t

para coelicientes da curva de gran 5,
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Ao reiniciar o programa, desligou-se a chave 1 ¢ fez-se a determinacao
dos pontos de abeissas —35°, —14°, —e, Lo, v Jo 16 28 34° obtendo-se
o8 seguintes resullados:

L EIUGE;ZUE-UU ~ 5?35?589E-BD
<. 244346 10E=00 —, 25:192181E=00
~. 10471980500 -, 1045283:E-00
0 _1?4533005-91 1?4523805-u1

152359900E-01  .52335883E~01

7 12217300E~00 . 12186912E~00
: .-2 3252?0&-&& 2?563?365-00
*.148B69220E-00 ', 26947159E~00
. 59341190E=00 - ., 55919241E-00

Bibliografia: [1], [2], [7), [12]. [24], [26].

10



EXEMPLO 12 — A FUNCAO GAMA.

Em [6] estio publicados oz coelicientes a., com 200 decimais, do desen-
volvimento
y

'l4z) = N

+ 2 a, THr) para r=(0,1]

r—1

Para zé[0,1], o ecaleulo ¢ facilitado pela importante wualdade

PMr)y=(z=1)l(z—1)

Assim

['(3.2)=2.21"(2.2)=2.2 x 1.2T(1 |.0.2)

I'(—2.6) = D{(— 1.6)(—2.6) = (1 4 0.4)/ [{ —2.6)( - 1.6){—0.6)(0.4)] .
Pondo

Mz} = - DU +0) com Bc[0,1]

e caleulando [ como sugerem os exemplos, resta-nos somar a scérie relativa
a I(140), truncando-a em allura conveniente para a precisdo do resultado (*).
Dispomos ja de um subprograma para somar uma série de polindomios de Chebyshev
no inlervalo [—1, +1]. Como estamos a Lrabalhar em [0, 1], impde-se a subsli-
tuigio de r por 2z 1 anles de utilizar SCHERY.

Convém apontar que os inteiros negalivos e zero =80 polos de (z).
No programa utilizdmos 12 termoz da série; |a;,| ¢ inferior a 0.5 107%,

(* Ao leilor familisrizado com a2 linguagem ALGOL, recomenda-se o leitura de [8],
opde se prefere o desenvolvimenlo de §/U[r), que converge mais rapidamoents, caleulando-se
dopois o inverse do valor obitido.
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FUNCTION GAMA(Z)

B .

Definicdo de
coeficientes do
desenvolvimento

<1

Flz—=F

T

Z+1— 2

Q

Argumente da série
I=1—=12

L

Arguments de SCHEBY
22-1—1

1

F# SCHEBY(12,4,2)

— GAMA
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" - s 3 o »
H uNeT] Ana (7} o A -

| PIMENSTEN AN 2) -
1 « J. 8838702 e - .

1 Lﬂr -G-GJSJ‘I_J_ _fl_-_ﬂl o sl —

. A( 3)~ .356850s37 f-01 . . - -

- .h{g:- 42173386 f-02 T . . -

H A(S)- 13248082 [-02 i —
i A[_;)r-— 18930245 £-0) . e .

H E ;%: AE04p253 E-0b | el N

. ;. B~ 4@fdl81? E-08 . .

i ,a.L!)- muh’!s‘!-ﬂ — — . '

; {r.cn):- P8I RET =08 ,, . — {
L [la(itds 3rrrrise £-0r s, . |
v Ula(12)=-. 53562196 £-08 . e . -
e : . : ]
v s, . - b

. iz, )e;i : )
o M gAmast, : R I =

| [REToRN . ey — e

' Fi ;tgf; S TN a —

H alsf . i e = - ]
[ | WFZr2, 68 , . -

i Fi2- %

- A UF(Z-2.)%,6,8 -

T 5 [7az-). -

' IFs Fe it e b e e -t - E
! Gﬂéiz..,,_ S
g_ ARGUMENTD DA SERIE e S B
P&l FaZer, ) — -]
§ | IPREPARAR O ARGUNENTO p: _gc_ﬁgg_r S |
i e aZ-1, R -

' Fumar-.ﬂcqgrf I-?;é,;;} ity - -

: FETURN i .-

" Ifjlp . . . .

R ]

Utilizando o programa principal

l*—:iL-’-—-—n:.—-—-—“— ] = — — =3
L PR ACCERPTIN T | = - . —

[ 17 FgRmaT (€15 8) . . - -
I @ Fl . = - -

V. RINTII 2 - . - ]
' Fﬂ___rg 1y - RN, B |
HENZT —— - . ~
H— e - . .
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obtivemos

i =, 15000000E+0185

o .23632719E401 -
- +. 15000000E+0185 -
| .88622700E+00-
" 4. 17000000E+01%5.
.90863875E400 |
" 4. 50000000E+0185

r

“. . 21:000000E+02

onde a cada valor lido por maquina de escrever se segue imediatamente o corres-
pondente valor da funcdn Gama.

Bibliografia: [6], [4].



EXEMPLO 13 — RAIZES DE POLINOMIOS.
METOD(G DE BAIRSTOW.

el
Seja fiz) ="+ az""" um polindmio de gran n» com coeficien-
i=1
tes a, reais.

No método de Bairstow procura-se atingir um [factor quadratico
2—s*z L p*, de fiz), partinde de valores aproximades de s* e p*. Uma vez
conseguido o objectivo, dentro de certo rigor, o factor quadritico fornece um
par de raizes (reais ou complexas) ¢ o polindmio cociente da divisio de f(z) por
afquele factor conserva of restantes geros, podendo aplicar-se-lhe téenica idéntica.
Obtém-ge, assim. sucessivamente lodas as raizes de f(z),

Sao us seguintex os passos do método, que justificaremos mais adiante.

Divide-se f(z) por um factor aproximado m(z)=z*—sz+p

(1 flzy=z"+ g.u‘:""_‘_-m{;:lg(:}-l- r(z)

obtendo-se um resto r(z)—=r;z+r, ¢ um cociente g{z) que voltaremos a dividir
por m{z)

f—=2

(& g{:]—-:”_z—l—}dg,:" “ i miz)k(z) 1)
i=1
O

M:].—-:""—:Zhl:""“ Hz)y=t,2+1,

1=1
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Temos
gy—=a,+s hy=g,++
SH=0tsg,—p hy=g,+sh—p
gy=uy+sg,—pe, hy=gy  shy - ph,
gy=a415¢;—PE hy=g+shy—ph;
En_a— Ty a8, _a—PLu—a 'bn—-iagn-l'ksﬁn E-P&n [

Podemos calealar vs gy (¢ analogamente oz A,) pelas formulas de recor-
réneia

Er=ty 88—y “PEx—: k=1,2, ....n=2
impondo
go=1 gy =V

Avancando mais dois termos nas relagdes de recorréneia, oblemos

En—1=tly 14 ¥En o2 'ﬂg:t—.i_'r*; hn—J_'gﬂ—S""'shn—‘ﬁPhn Sztl
En =0, TS =P 27Tt S oy 2= gnoa b 8hy_3—phy,. sl sh, s
donde
rlz)—g,l2—5)+g, W)=, _ylz—8)+Iy s

Fazendo agora
("r_Shra—Z_'pkn—*J 2 lE‘]'_":lr-:—E_"‘:""Ii!'rl" 3
obtém-se correcgoes As v Ap para os valores s e p, pelas formulas

Ag— {'i}u J;ﬁ;u_h T }.'IID

Ap—=th, 28, —Cen )D

Fepete-se o processo enguanlo o valor relalive ou o valor absoluto das
correcgdes seja superior a um valor & prefixado.

Justifica¢io do meétodo:

Belomemos as expressies (1) e (2), donde

flizy=(2 sz | pPh(z) + (32 sz 0 pY3) +r(3).
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Sejam As ¢ Ap as correcedes que fazem s | As—s* ¢ p-+Ap—p* e sejam
2, e z, as raizes de 22 §%z| p*, 0 que permile escrever

zi—s5+p=Asz Ap (z,—z, ou z,)
Comao
flz)=0=(z{—sz;+ pPhiz) 4 (2] =z, + philz)) +rizy)
Vem
(Asz, -ApRh(z)+(Asz— Ap) [k 32—+ ho_a] t £, (zi—8)+£,—=0

Desprezando termos de 2.0 ordem em As e Ap (cai imediatamente a primeira
parcela) somos conduzidos a

{5 '-T}[.k,, -2“'33_"&:!—3"5“}] - 1]+[|:Shr|—: P‘h:t Ej'ﬁ?‘_h:r—zﬂp'i'gn] =0

Este polinomio do 1.2 grau em z; anula-se em dois pontos (se z,#z2,) 0 que
arrasta

b, As—h, Ap+g, =0
{5‘-’?"—2 P"‘n-—ﬂﬁﬁ—hn—:&? +En =0

sistema que resolvido em ordem a As e Ap nos da as expressdes anteriormente
apresentadas,

No programa que preparamos, comeca-se pela leitura dum valor para 8,
apos o que zio lidos o grau e coeficientes do polinémio.

Se os ultimos m coeficientes sio nulos ha m raizes nulas e baixa-se o grau
de r para n—m.

Numa 1.* fase (com chave 2 desligada) o programa lenta obter todos os
factores quadriticos como indicamos no 2. paragrafo.

Numa 2.# fase (chave 2 lignda) voltam a ser lidos &, n e os coeficientes do
polindmio original, com o fim de melhorar oz factores quadriticos obtidos na
12 fase, fazendo a ileragdo dnicamente com f{z), ¢ ndo com oz polindmios
cocientes, para evitar perdas de preciso.

Se xe efecluarem 50 iteracdes sem se verificar convergéneia (para certos
valores inicinis de s ¢ p) o programa pede novas sugestoes para £ e p. O programa
pode ser reiniciado em qualguer altura ligando a chave 3.

Para evilar sallos bruscos nng correcedes, niio se permile que os valores
de !As! ¢ |Ap| lenham variagies superiores u (35| e [6p .

Para n=3, h,_, teria indice nulo; introduzimos por isso a variavel AN D
que toma o valor de k,_, com n>=3 ¢ o valor { se p=3.
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